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文章 编号 :1005-3085(2010)05-0845-08 


利用 函数 变换 构造 非 线性 发 展 方程 
新 的 复合 型 精确 解 * 


套 格 图 桑 ， 斯 仁 道 尔 吉 
(内 蒙古 师范 大 学 数学 科学 学 院 ， 呼 和 浩特 010022) 
摘 E 为 了 获得 非 线 性 发 展 方程 新 的 复合 型 精确 解 ， 本 文 引 入 了 一 种 函数 变换 ， 把 常 系数 的 非 线性 发 
展 方程 转化 为 二 阶 非 齐 次 线性 常 微分 方程 。 在 此 基础 上 利用 常 微分 方程 的 理论 和 符号 计算 系 
统 Mathematica 及 用 (2 + 1) 维修 改 的 色散 水 波 方程 ， 构 造 了 新 的 复合 型 精确 解 。 这 些 解 中 包括 
指数 函数 、 三 角 函 数 和 有 理 函 数 ， 通 过 这 几 种 形式 组 合 而 成 的 复合 型 单 孤子 解 和 双 孤 子 解 。 
关键 词 : 函数 变换 ， 常 微分 方程 ， 非 线性 发 展 方程 ， 复 合 型 精确 解 
分 类 号 : AMS(2000) 35Q51 中 图 分 类 号 : 0175.29 文献 标识 码 : A 
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在 非 线 性 发 展 方程 (组 ) OR PB SAE, AK BA OE KA 4 
函数 变换 ， 把 一 些 非 线性 发 展 方程 (组 ) 转 化 为 线性 偏 微分 方程 。 比 如 文献 [8 中 讨论 了 下 
列 (2 二 1) 维修 改 的 色散 水 波 方程 





uty + Urey — 2Ve2 — (u)2, =0, (1) 
Ut — vos — 2(uv)g = 0. (2) 
方程 (1),(2) 经 过 下 列 变换 
变 成 为 
2 一 zz 一 2Mon 二 (-M2 +7+d)y =0, (4) 


这 里 y, 6 是 积分 常数 。 从 许多 文献 中 看 出 ， 一 些 非 线性 发 展 方程 经 过 函数 变换 ， 变 成 为 下 列 形 
式 的 偏 微分 方程 
pt + Ave + Boy + Corr + Dpry + Epyy + Fy =0, (5) 
其 中 A, B,C, D, ,下 是 不 全 为 零 的 任意 常数 。 
这 样 ， 讨 论 方程 (5) 的 复合 型 精确 解 ， 显 得 有 非常 重要 的 意义 。 本 文 首先 用 一 种 函数 变换 ， 
将 方程 (5) 转化 为 一 个 二 阶 非 齐 次 线性 常 微 分 方程 ， 然 后 利用 常 微分 方程 理论 和 符号 计算 系 
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统 Mathematica， 构 造 了 (2+ 1) 维修 改 的 色散 水 波 方程 新 的 复合 型 精确 解 。 这 些 解 包 括 了 指数 
函数 、 三 角 函 数 和 有 理 函 数组 合 而 成 的 复合 型 单 孤 子 解 和 双 孤 子 解 。 


2 方法 的 介绍 


本 文 以 (2 + 1) 维 非 线性 发 展 方程 为 例 介绍 求解 方法 。 为 了 得 到 (2 + 1) 维 非 线性 发 展 方程 的 
复合 型 精确 解 ， 给 出 下 列 函数 变换 








p(x, y,t) = g(€) + p(E)exp(k€), €=ma+ny + ut. (6) 
用 函数 变换 (6) 把 方程 (5) 转化 为 下 列 二 阶 非 齐 次 线性 常 微分 方程 
2 (E) + Arp’ (E) + Aap(€) = exp(—kE)G(E), (7) 
其 中 
A Am + 2Ckm? + Bn + 2Dkmn + 2Ekn? + Ey 
a Cm? + Dmn + En? 
A F + Akm + Ck?m? + Bkn + Dk?mn + Ek?n? + ue 
are Cm? + Dmn + En? 
G(é) = : [[Cm? + Dmn + En?]q”(€) + [Am + Bn + Haq'(é) + Fal), 





Cm? + Dmn + En? 
q = q(£) = gq(mz + ny + pt) 
是 任意 s 阶 可 微 函 数 。 


下 面 限定 9 = =dq(nz 十 00 十 /区 是 关于 E 的 s 次 已 知 多 项 式 ， 即 G(E) BK EN sk 
已 知 多 项 式 时 ， 讨 论 方程 (7) 解 的 情况 。 方 程 (7) 的 特征 方程 为 


A? + AWA + Ao = 0. (8) 


考虑 下 面 的 三 种 情况 : 
情形 1 当 


(A? — 4CF)m? + (2AB — 4F D)mn + (B? — 4EF)n? + (2Bn + 2Am)u + p? 


2 — = 
armia [Cm? + n(Dm + En)]? 


>0 








时 ， 特 征 方程 (8) 存在 两 个 不 同 的 实 根 
Ma =5(- 414 A? 44 ), (9) 
这 样 方程 (8) 所 对 应 的 齐 次 线性 常 微分 方程 的 通 解 为 
p(E) = C1 exp(A1€) + C2 exp(2€). (10) 


4 Az +k? = kA WM, Ay =A2 =—k, BA = 一 k 是 特征 根 。 这 样 ， 方程 (7) 有 形 如 


po(€) = Sar exp(—kE) (11) 


j=0 
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的 特 解 ， 其 中 oj (7 =0,1,2,---,s) EGO 的 系数 来 确定 的 常数 。 
4 Ao tk? £ kA if, A1 # k HA Z —k, BA = 一 大 不 是 特征 单 根 。 这 样 ,方程 (7) 有 形 如 


pi(6) = 》 bj€’ exp(—ké) (12) 
g=0 


的 特 解 ， 其 中 bj; (7 = 0,1,2,--- ,5) 是 G(6) 的 系数 来 确定 的 常数 。 
根据 常 微分 方程 理论 ， 可 知 方程 (7) 有 下 列 两 种 通 解 


pE) = (C1+ Ck + Day’t? ) exp(—k8), (13) 
j=0 
p(€) = C1 exp(Ar€é) + C2 exp(à2£) + > bé! exp(—ké). (14) 
j=0 


将 (11) 式 或 (12) 式 分 别 代入 方程 (7), HOES ABN ARMAS BET a; (7 = 0,1,2,---,8) 
或 bj; (7 = 0,1,2,… , s) 为 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 ， 借 助 符号 计算 系统 Mathematica 求 出 该 
方程 组 的 解 。 再 把 得 到 的 解 代入 (13) 或 (14) 即 可 得 到 方程 (7) 的 通 解 。 

情形 2 当 4? -4A = 0， 即 

A?m? + B?n? + 2Bnp + p? + 2Am(Bn + n) 
7 4Cm? + 4Dmn + 4En? 


时 ， 特 征 方程 (8) 存在 两 个 相同 的 实 根 


F 








Ay = A2 = -34b (15) 
这 样 方程 (7) 所 对 应 的 齐 次 线性 常 微分 方程 的 通 解 为 
p(€) = (C3 + C46) exp(A1€). (16) 


“4A, = 2k, Ay = AQ = k, BA = 一 是 特征 根 。 这 样 ， 方 程 (7) 有 形 如 


p2(€) = 》 cét? exp(—ké) (17) 
j=0 
的 特 解 ， 其 中 c (7 = 0,1,2,… , 8) 是 G(é) 的 系数 来 确定 的 常数 。 
4 Ay # Qk, Ay Z-k Hg Ak, BA = -不 是 特征 单 根 。 这 样 ， 方 程 (7) 有 形 如 


ps(£) = 》 dj€? exp(—ké) (18) 
j=0 
的 特 解 ， 其 中 dj (j = 0,1,2,--- , 8) Æ GE) 的 系数 来 确定 的 常数 。 
根据 常 微分 方程 理论 ， 可 知 方程 (7) 有 下 列 两 种 通 解 


p(6) = (C3 + Ca€) exp(Aré) + >》 ct? exp(—keé), (19) 
j=0 
P(E) = (Cs + Ca€) exp(ié) + 》 dE? exp(—ké). (20) 


j=0 
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将 (17) 式 或 (18) 式 分 别 代入 方程 (7), 并 令 上 各 自 朝 的 系数 为 零 后 得 到 一 个 cj (j = 0,1,2,--- ,s) 
或 dj (j = 0,1,2,… ,s) 为 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 ， 借 助 符号 计算 系统 Mathematica 求 出 该 
方程 组 的 解 。 再 把 得 到 的 解 代入 (19) B (20) 即 可 得 到 方程 (7) 的 通 解 。 

情形 3 当 


PT Oe (A? — 4CF)m? + (2AB ~ 4FD)mn + (B? — 4EF)n? + (2Bn +2Am)p + p? P 
1 [Cm? + n(Dm + En)]? 


时 ， 特 征 方程 (8) 存在 两 个 不 同 的 复数 根 
Aaa = 5 (— Art yA? +44 ). (21) 


_ Am+2Cm? + Bn+2Dmn + 2En? +p _ 
Cm? + Dmn + En? > 
时 ， 考 虑 下 面 的 G(€)， 讨 论 方程 (7) 的 解 


G(®) = [al€) cos (V=? F Ané) + P(E) sin (VE? + A2 )] exp(-Ré), (22) 


其 中 a(é), B(E) 是 关于 & 的 次 数 不 超 过 s 的 已 知 多 项 式 。 
因为 Al Ak, PiU Ay 2 不 是 特征 根 。 这 样 ， 方 程 (7) 有 形 如 


pa(é) = |P(O cos (VÆR? + A£) + Q(E) sin (VK? + Az£)| exp(—ke) (23) 


的 特 解 ， 其 中 PE), QE 的 系数 是 由 a(é), 8(é) 的 系数 来 确定 的 。 
根据 以 上 讨论 可 知 ， 方 程 (7) 的 通 解 为 


p(é) = [Cs cos (V —k? + A2£ ) + Ce sin (V—k? + A2 é)| exp(~ké) + pa(€), (24) 
EHC, (l=1,2,--- ,6) 是 任意 常数 。 


0 





当 





A, 2k 


3 ”构造 复合 型 精确 解 


下 面 用 该 方法 构造 (2 + 1) 维修 改 的 色散 水 波 方程 新 的 复合 型 精确 解 。 
把 变换 (6) 代入 (4) 得 到 下 列 方程 


p” (E) + Arp'(€) + A2p(é) = G(é) exp(—ké), (25) 


其 中 


_ —2Mm — 2km? + u 


F+ Mkm — k?m? + ku 
Zm? = } 


Ai 
—m?2 


Ag 








G(E) = Šal- ma") + [-2Mm + u] d'E) + [-M? +7 +5] a8), 
q = q(£) = qmz + ny + pt). 
从 以 上 讨论 的 结果 (13), (14), (19), (20), (24) 可 知 


A=-2M, B=D=E=0, C=-1, F=-M°+y+ô. 
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这 样 ， 方 程 (25) 有 下 列 三 种 通 解 。 方 程 (25) 的 特征 方程 为 
dN? + A 和 + Ap = 0. 


下 面 分 三 种 情况 讨论 : 
情形 1 当 
P +4m?(y +6) —4mMpu $ 


m4 ` 


A? 一 442 
时 ， 方 程 (25) 的 特征 根 为 





1 
Mia = zyz [H — 2km? — 2Mm + u2 + 4m?(y + 6) — 4mMz ]. 
M=,/y+6>0, 2mM-u>0, È M=-vW/y+5>0, 2mM+y<0 


时 ， 和 = 一 k 特 征 单 根 。 这 样 ， 方 程 (25) 的 通 解 为 


p(é) = (Cy + C2£) exp ( 一 k£) + > ajéi+! exp(—ké). 


j=0 


SM A+4/7 FON, A= 一 k 不 是 特征 根 。 这 样 ， 方 程 (25) 的 通 解 为 








: [u — 2km? 2Mm — y/u? + 4m? (y + ô) — 4mM u JE | 


nO = wees 





1 
十 Ca exp | zza- 2km? — 2Mm + Jp? + 4m?(7 + 6) = 4mMu Jé | 


+ > bj;é’ exp(—ké). 
j=0 


青 形 2 “4 A?—4A,=0, Wp? + 4m?2(7 46) 一 4mMn = 0 时 ， 方程 (25) 的 特征 根 为 


1 2 
和 Al.2 = ma P 2km* — 2Mm). 





4 py —2mM = 0 时 ， 和 = -为 特征 重 根 。 方 程 (25) 的 通 解 为 
p(§) = (Cs + Ce€) exp(—k€) + 3 cj€?*? exp(—ké). 
= 
当 j 一 2mM 40i}, A= 一 k 不 是 特征 根 。 方 程 (25) 的 通 解 为 
P(E) = (Cr + Caf) exp | zz (H = 2km? — 2Mm)é | + 3 d;é/ exp(—KE), 
= 


FEH az, bj, cj, dj ( = 0,1,2,… ,s) 是 已 知 多 项 式 GE) 的 系数 来 确定 。 
情形 3 当 
L? + 4m?(y + ô) — 4mMp z 


A? — 4A 4 


0 


(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


(30) 


(32) 
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时 ， 方 程 (25) 的 特征 根 为 





1 
一 zya lH- 2km’? -2Mm + V- — 4m? (y — 5) +4mM pi J, (33) 





Aaa = -k + <5 ym? [M2 — (y+ ô)ļi 
G(6) 给 定 下 面 形 式 时 ， 考 虑 方程 (25) 的 通 解 


G(é) = a(€) )cos |= z Vm?[M? — (y + ô)] Ne] + 6 sin | — me? —( (y+ 4) ie]. 
这 样 ， 方 程 (25) 的 通 解 为 
P(E) = [Co cos | — Vl — 0 + 5] 


+ Ciosin [5 m2 M2 — G+] exp(—KE) + palé), (34) 








pa(€) = [PE) cos |=; mM? — Cy +5) 


十 Q( sin e zv m?[M? — (y+ ô)] Vie] exp(— (35) 

其 中 P(E), QE 的 系数 是 由 已 知 的 次 数 不 超 过 s 次 的 多 项 式 a(€), OE) 的 系数 来 确定 。 

将 (6) 式 分 别 与 (28), (29), (31), (32) 和 (34), (35) 一 起 代入 (3) 式 即 可 得 到 (2 + 1) 维修 改 的 色 
散 水 波 方程 (1), (2) 下 列 新 的 复合 型 精确 解 

mlC2 + A'(é) + gq (é)] 
ACE) + Ci + C2é + qE) 
ðu (z, yt) 
oy 


ur(z,y,t) = M+ 


vi(z,y,t) = 


m[(k + A1)C3 exp[(k + A1)€] + (k + A2)Ca exp[(k + A2)é] + BE) +4 ‘Ol 


0 M B® + Csexpl(k + Ave] + Ca expl(k + M2)é] +O) 





v2(z, Y t) = awl, y $) , 


式 中 
入 1,2 = om lH — 2km? — 2Mm + yp? + 4m?(7 + ô) — 4mMzu J. 
另外 
m(Ce +C’ (E) + 4'(€)) 
Cs + Ce + C(E) + a(€)’ 
Ous(z, y, t) 
Oy $ 


us(z,y,t) = M+ 


u(x, Y, t) g 


A E m[Cs exp[(k + A1)€] + (Cr + CsE) (k + A1) exp[(k + A1)é] + D'(€) +q ‘Ol 
ua(z, y,t) = D(€) + (C7 + Cst) exp[(k + Ar) é} + (6) 


va(z, y, t) = Oua(z, yt) me t) j 
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其 中 i 
à = za — 2km? —2Mm). 
再 有 


m[[eCro + pQ(E) + P’(E)] cos(pé) + [-pCe — pP(E) + Q'(€)] sin(p€) + qg'(é)] 


eee Met [Co + PO cos(pé) + [Cao + QO] sin(pe) + ©) 





其 中 
p= —aym(M?—(y+8)), A(E) = 2 tt, BE = 2 be 
j=0 j=0 


C(O) = Slee, Di) = >》 Gë, 
j=0 j=0 
P(E), QE) 的 系数 是 由 次 数 不 超 过 s 次 的 已 知 多 项 式 a(&), BE 的 系数 来 确定 ，A(&), BE), CO, 
D(E) (E = mz+nytnt) 是 由 次 数 为 s 次 的 已 知 多 项 式 gq(&) 的 系数 来 确定 ，COCi(l = 1,2,… ,10) 是 
任意 常数 。g(&), A'E), B'E), C'E), D'E, P(E), Q'(E) 表示 关于 & 的 一 阶 导 数 。 


4 结论 


本 文 在 文献 [1-8] 的 基础 上 ， 给 出 一 种 函数 变换 (6)， 并 通过 该 变换 ， 把 线性 偏 微分 方 
程 (5) 转化 为 一 个 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 常 微分 方程 。 经 讨论 方程 (7) 的 解 得 到 了 一 些 非 线性 
发 展 方程 的 新 的 复合 型 精确 解 。 限 于 篇 幅 ， 这 里 构造 了 (2 + 1) 维 修改 的 色散 水 波 方程 的 型 
如 (1), (2),…, (5) 的 复合 型 精确 解 。 该 方法 也 可 以 得 到 (2+1) 维 广 义 的 Burgers 方 程 、(2+1) È 
扩展 的 Boussinesq 方程 等 ， 非 线性 发 展 方程 的 复合 型 精确 解 。 文 献 [9] 未 能 得 到 (2 + 1) 维修 改 
的 色散 水 波 方 程 的 复合 型 精确 解 。 
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Constructing New Exact Complex Solutions to Nonlinear Evolution 
Equations with the Function Transformation 


Taogetusang, Sirendaoerji 


(College of Mathematical Science, Inner Mongolia Normal University, Hohhot 010022) 


Abstract: In this paper, nonlinear evolution equations with constant coefficients are changed into 
the second order non-homogenous ordinary differential equations through introducing a function trans- 
formation to search for complex exact solutions of some nonlinear evolution equations. Based on the 
theory of ordinary differential equations, the (2 + 1)-dimensional modified dispersion wave equation 
is chosen as an example and the new complex exact solutions are obtained with the help of symbolic 
computation system Mathematica, which include single solitary solutions and double solitary solutions 
of the composite type composed by exponential function, triangular function and rational function in 
different forms. 

Keywords: function transformation; ordinary differential equation; nonlinear evolution equation; ex- 
act complex solution 
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